Matrices et applications linéaires
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Dans 'ensemble de ce chapitre, E' et F' sont deux espaces vectoriels de dimension finie.

1 Représentation matricielle

1.1 Matrice colonne des coordonnées dans une base

1.1.1 Définition

Définition 1.1 : Rappel : matrice colonne des coordonnées dans une base

Soient B une base de E et x € E. On appelle matrice colonne des coordonnées de x dans la base BB
la matrice colonne des coordonnées de x dans la base B, notée Matp(z).

Comme les coordonnées dans une base sont uniques, chaque vecteur a une unique matrice dans une base
et a chaque matrice correspond un unique vecteur dans une base.

Exemple 1. Soit Q(X) = —2+ 2 X + X?2. La matrice colonne de ses coordonnées dans la base canonique
B=(1,X,X?) de Ry[X] est
-2
Matp(Q) = | 2
1

Déterminer la matrice colonne des coordonnées de @ dans la base B' = (1,1 + X,1+ X?) de Ry[X].

Solution.

1.1.2 DMatrice de passage

Définition 1.2 : Matrice de passage

Soient B = (eq,...,e,) et B/ = (e1,...,e,) deux bases de E. On appelle matrice de passage de B vers
B’ la matrice Pgpr € My (R) dont la j-éme colonne est formée des coordonnées de €; dans la base B.

Autrement dit, si pour j € [1,n], on a

n
€j = ) _Pijei = PLje1 + Pajea+  + Pnjen,
=1

alors Pgp = (pi,j)lgi,jgn’ c’est-a-dire

&1 €92 Ce €5 Ce En
p1a P12 --- P1j --- Pin\ €1
b21 P22 ... P25 ... DP2n | €2
PB,B/ — . . . . .
bi1r Pi2 .-+ Pij --- Pin | €
Pn1 Pn2 --- DPnj --- DPnn/ €n

Exemple 2. Soient B = (1,X,X?) et B' = (1,1 + X, 1 + X?) deuz bases de Ry[X]. La matrice de passage

de B vers B’ s’écrit alors
1 14X 1+ X2

1 1 1 1
Pgp =10 1 0 X
0 0 1 X2



1.1.3 Changement de coordonnées dans une base

Théoréme 1.3 : Changement de coordonnées dans une base

Soient B et B’ deux bases de E et € E. On note X = Matg(x) et X’ = Matg (x). Alors

X = Pgp X'

Exemple 3. Reprenons les notations de ’exemple 1 et la matrice de passage de l’exemple 2. On a :

1 1 1 -5 —2
Pg Matp(Q) =10 1 0 2 | =1 2 | =Matp(Q).
0 0 1 1 1

1.2 Matrice associée a une application linéaire

1.2.1 Matrice d’une famille de vecteurs dans une base

Définition 1.4 : Matrice d’une famille de vecteurs dans une base

Soient B une base de E et (f1, f2,..., fp) une famille de vecteurs de E. On appelle matrice de la
famille (f1, fo, ..., fp) dans la base B la matrice de M,, ,(R) dont la j°™¢ colonne est la matrice de f;
dans la base B. On note cette matrice Matg(f1, fo, ..., fp)-

De méme, pour une base B fixée, la matrice Matg(fi, fa,..., fp) est unique.
Exemple 4. On définit la famille (P,Q, R) par
P(X)=1+2X+X? QX)=X+2X? R(X)=-3-X2
La matrice de la famille (P,Q, R) dans la base canonique B = (1, X, X?) de Ry[X] est
-3

0

1
Mats(P,Q,R) = | 2
12 —1

N = O

Déterminer la matrice de la famille (P, Q, R) dans la base B' = (1,1 + X, 1+ X?) de Ry[X].

Solution.

Remarque 1.5 : Ecriture de la matrice de passage

On remarque qu’une matrice de passage de B vers B’ s’écrit alors

P&BI = Matlg (B/>



1.2.2 Matrice d’une application linéaire dans des bases

Définition 1.6 : Matrice d’une application linéaire dans des bases

Soient Br = (e, €2, ...,€p) une base de E, Br une base de F' et u € L(E, F'). On appelle matrice de u
dans les bases Bg et Br la matrice de la famille u(Bg) dans la base Bp.

Matg, B, (u) = Matg, (u(Bg)) = Matg, (u(e1), u(e2), ..., u(ep)).
Les bases Bg et Bp étant fixées, la matrice Matp, s, (u) d'une application linéaire u est unique.

Remarque 1.7 : Taille de la matrice d’une application linéaire dans des bases

Si E est de dimension p et F' de dimension n, alors Matg, 5, (1) € My, »(R). En effet,
e Matg, B, (u) a n lignes, comme le nombre de vecteurs de la base d’arrivée.

e Matg, B, (u) a p colonnes, comme le nombre de vecteurs de la famille u(Bg).

Attention! La notation Matg, 5, peut étre utilisée dans certains livres a la place de Matg, 5,. Le
programme impose les notations de la définition.

Exemple 5. On définit l'application linéaire par

w: RP  — R?
1 X X
) — ! 2
T9 + I3
x3

Puisque l'on a

)6 () -)=6-6) < )0

La matrice de Uapplication linéaire u dans les bases canoniques Bgs de R? et Bgre de R? est

1 1 1
Déterminer la matrice de u dans les bases B = Ly, 1 ],]-1 et C = <<1> ’ <_1>>'

Solution.

On verra a la définition que dans le cas d’un endomorphisme ou la base de départ et d’arrivée est la
méme, on note plus simplement Matg g(u) = Matg(u).

Exemple 6. Soient A = (0 1

2 1) et v 'endomorphisme de Ma(R) définie par
v: Mo(R) — Msy(R)
M — AM — MA

Déterminer la matrice de l’endomorphisme v dans la base canonique B de Ma(R).

Solution.



1.2.3 Application linéaire canoniquement associée a une matrice

Définition 1.8 : Application linéaire canoniquement associée a une matrice

Soient (n,p) € (N*)* et A € M, ,(R). On note B, et B, les bases canoniques respectives de RP et de R™.
Soit u € L (RP,R"™) telle que
MathBp(u) = A.

u est appelée application linéaire canoniquement associée a A.

2 5 2
A_<031>

L application linéaire canoniquement associée est Uapplication v de R dans R? définie par

Exemple 7. On considére la matrice

T 1 0 0
u | x2 = z1u|0| +xzou|l]| +x3u]| 0| par linéarité de u
T3 0 0 1

1 (g) + 29 (g) + x3 <?> par lecture des colonnes de A

221+ 520 + 223
3x9 + x3

Théoréme 1.9 : Application linéaire canoniquement associée & une matrice
Soient (n,p) € (N*)? et A € M,,,(R). On note u 'application linéaire canoniquement associée & A. Alors

vw: RPF — R"
X = AX

Exemple 8. En reprenant Uezemple précédent, Uapplication u de R® dans R? est bien définie par

w: RP = R?
X

(252 1
”““ 03 1) (™
x3 3

Proposition 1.10 : Matrices lignes et formes linéaires

N =

(i) Soient Bg une base de F un espace vectoriel de dimension p € N* et u une forme linéaire sur E.
Alors Mat g, (u) est une matrice ligne (a p colonnes).

(ii) Réciproquement, I’application linéaire canoniquement associée a une matrice ligne de M ,(R) est
une forme linéaire sur RP.

Exemple 9. On considére la matrice ligne
A=(1 3 -2)
Lapplication linéaire canoniquement associée est la forme linéaire v sur R définie par

U R3 — R
z1
) — x1+ 319 — 223
Zz3



1.2.4 Interprétation matricielle de I’image d’un vecteur

En pratique, le théoréeme suivant montre que la composition par une application linéaire u correspond au
produit par la matrice de u.

Théoréme 1.11 : Interprétation matricielle de 'image d’un vecteur

Soient Br une base de E, Br une base de F et u € L(E, F'). Pour tous x € F et y € F, on note
A = Matg, g,(u), X =Matg,(x) et Y =Matg,(y),

alors

y=u(z) <& Y =AX

Démonstration. Soient Bp = (e1,€2,...,¢€p), Br = (f1, f2,..., fn). Comme = € E et y € F, alors il existe
des scalaires z; et y; tels que

p n
x:ijej et y:Zylfl
j=1 i=1

n
On pose A = (a; j)1<i<n. Ainsi, pour j € [1,p], u(e;) = Zai,jfi’ donc
1<j<p i=1

p p
u(r) = u (Z acjej> = Z:cju (ej)  car u est linéaire
j=1 J=1

p n n p
= > x> aijfi=). (Z ai,jxj) fi-

j=1 i=1 i=1 \j=1

Ce qui nous donne, par identification des coefficients dans la base Br puis par définition du produit
matriciel

P
y=u(z) < Vie[[l,n]],yi:z:ai,jmj & Y = AX.
j=1

Exemple 10. Soit u € L(Ro[X]) dont la matrice dans la base canonique B de Ro[X] est

1 0 0
A=12 -3 0
0 0 1

On pose P(X) =1+ X + X2, calculer u(P).
Solution.

Exemple 11. Soit B la base canonique de R3[X]. On définit u € L(R3][X]) par

uRg[X] — Rg[X]
P(X) — P(X)

1. Déterminer la matrice M = Matp(u).
2. Soit Q(X) = X3 — 2X + 1. Déterminer u(Q).

Solution.



Exemple 12. Soient A = (0 1

2 1
> et v Uapplication linéaire

v: Ma(R) — Ma(R)
M — AM — MA
0 0 1 0
On a vu que Matp(v) = _01 é _01 (1) , déterminer v <_22 _31)
0 0 -1 0

Solution.

1.3 Opérations sur les matrices d’applications linéaires

Propriété 1.12 : Linéarité de la représentation matricielle d’une application linéaire

Soient Bp une base de E, Br une base de F, u,v € L(E,F) et A\, u € R. Alors
Matg, B, (Au+ pv) = AMatg, 5, (u) + pMatg, g, (v).
On a vu que pour des bases Bg et B, la matrice Matg,, g, (u) correspond a une unique application

linéaire u de L(E, F). Par conséquent, si E est de dimension p et F' de dimension n, alors I'application

linéaire suivante est un isomorphisme

Math,BE: E(E,F) — Mn,p(R)
U — MatBF,BE(U)

Puisque M, ,(R) est un espace vectoriel de dimension n p, nous pouvons en déduire la remarque suivante.

Remarque 1.13 : Dimension de L(E,F)

Si E est de dimension p et F' de dimension n, L(E, F') est un espace vectoriel de dimension n p.

Proposition 1.14 : Matrice d’une composée d’applications linéaires

Soient E, F' et G munis respectivement des bases Bg, Br et Bg. Pour u € L(E, F) et v € L(F,G)

Matp, 5, (v o u) = Matg, 5, (v) Matg, gy (u)

On retiendra que la multiplication des matrices correspond a la composition des applications linéaires.
Démonstration. Soit z € F,

Matg, B, (v o u) Matg, (x) = Matg, ((vou)(z)) = Matg, B.(v)Matg, (u(x))
- MatBG:BF (U) (MatBF7BE (u) Ma‘tBE (.Z'))
= (Ma’tBGulgF (U) MatBFﬁE (u)) MatBE (x)

Puisqu’a I'application v o u ne correspond qu’une seule matrice dans les bases Br et B, il s’agit de la matrice
Matg 5 (v) Matg,. 5, (u). [l



1.4 Rang d’une matrice

Définition 1.15 : Rang d’une matrice

Soit A une matrice de M, ,(R). On appelle rang de la matrice A, le rang de la famille des p vecteurs
colonnes de A dans M,, 1 (R). Autrement dit, si

| \
A=1fi fo ... fo],
| |

alors
rg(A) =rg(f1, f2, ..., fp) = dim(Vect(f1, fa,. .., fp))-

Propriété 1.16 : Rang d’une matrice invariant par opération sur les colonnes

Le rang d’une matrice ne change pas lorsque 1’on effectue une opération élémentaire sur ses colonnes.

Démonstration. On a vu dans le chapitre Compléments sur les espaces vectoriels que le rang de 'une famille

ne changeait pas si ’on effectuait des opérations élémentaires sur cette famille. O
3 6

Exemple 13. Déterminer le rang de la matrice B = 0 (2)
2 4

Solution.

Définition 1.17 : Rappel : transposée d’une matrice

Soit A une matrice de M,, ,(R). On définit sa transposée 'A € M, ,(R) en échangeant les lignes et les
colonnes de A. Autrement dit, si
| |

A=1fi fo ... fo],
| |

alors

tA:

Théoréme 1.18 : Rang de la transposée

Soit A une matrice de M, ,(R).
rg(A) = rg( 'A).

Démonstration. La démonstration de ce théoreme est hors programme. O

Effectuer une opération élémentaire sur les colonnes de ’A revient & effectuer une opération élémentaire
sur les lignes de A. On peut donc affirmer la propriété suivante.



Propriété 1.19 : Rang d’une matrice invariant par opération élémentaire

Le rang d’une matrice ne change pas lorsque 1'on effectue une opération élémentaire sur les lignes ou sur
les colonnes.

Afin d’élaborer une méthode pour déterminer le rang d’une matrice, nous avons besoin de la définition
suivante.

Définition 1.20 : Matrice échelonnée

Une matrice est dite échelonnée en lignes si le nombre de 0 au début de chaque ligne est strictement
croissant quand on passe d’une ligne a la suivante jusqu’a ce qu’il ne reste éventuellement plus que des
zéros. Le premier élément non nul de chaque ligne dans une matrice échelonnée s’appelle le pivot.

La définition d’'une matrice échelonnée en colonnes est analogue.

Exemple 14. Les matrices sutvantes sont échelonnées en lignes

210 1 3_21 1 -4 0
0 10 3 0 0 0 2 —6
0 00 —1 0 0 0 0 0

Dans le cas des matrices carrées, les matrices échelonnées de M, (R) sont les matrices triangulaires
supérieures.

Méthode 1.21 : Comment déterminer le rang d’une matrice ¢

Puisque le rang d’une matrice ne change pas lorsque 1’on effectue une opération élémentaire, toute matrice
peut étre transformée en une matrice échelonnée de méme rang a l’aide d’opérations élémentaires sur les
lignes ou sur les colonnes. Le rang d’une matrice échelonnée est le nombre de pivots non nuls de la forme
échelonnée.

Exemple 15. Déterminer le rang de la matrice A =

= O O
O = O
N O W
O = N

Solution.

Théoréme 1.22 : Lien entre rang d’une application linéaire et de sa matrice

Soient Bg une base de E, Br une base de F' et u € L(E, F'). On note A = Matp, g, (u). Alors

rg(u) = rg (A)

Le rang d’une application linéaire est donc le rang de n’importe laquelle de ses matrices associées : le
choix des bases n’importe pas.

Démonstration. On note B = (e1,e2,...,e,). Les colonnes de A sont formées des coordonnées des vec-
teurs u(e;) dans la base Bp. Par définition du rang d’une matrice, le rang de A est égal au rang de
la famille (u(eq),u(e2),...,u(ep)). Par ailleurs, comme Bg est une base de E, on sait que la famille
(u(er),u(e2),...,u(ep)) engendre Im(u). D'our rg (A) = dim(Im(u)) = rg(u). O



2 Cas des endomorphismes et des matrices carrées

2.1 Matrice d’'un endomorphisme

Définition 2.1 : Matrice d’un endomorphisme dans une base

Soient Bg une base de E et u € L(E). On appelle matrice de u dans la base Bg et 'on note Matg,, (u)
la matrice Matg,, 5, (u).

Exemple 16. Si E est un espace vectoriel de base Br = (e1,...,ep), on remarque que pour i € [1,p],
Idg(e;) = ei. La matrice associée d 'endomorphisme identité est I, et ne dépend pas de la base de E choisie.

Proposition 2.2 : Matrice de la puissance d’un endomorphisme

Soient By une base de E, u € L(E) non nul et n € N*.
Matg,, (u") = (Matg, (u))"

avec U’ =uowuo---ou.
—_——

n fois

Démonstration. Avec la proposition la démonstration se fait sans difficulté par récurrence sur n. [

2.2 Isomorphismes de F

Définition 2.3 : Rappel : matrice inversible

Soit A € M, (R). On dit que A est inversible §'il existe B € M,,(R) telle que
AB=BA=1,.

Cette matrice est alors unique et on la note A~!.

Théoreme 2.4 : Inversibilité de la matrice d’un isomorphisme de E

Soient Bp une base de E et u € L(E).

w est un isomorphisme de £ < Matg, (u) est inversible

Dans ce cas, on a Mats, (u™!) = (Matg, (u))

Démonstration. Démontrons uniquement le sens direct. Supposons que u soit un isomorphisme de F, espace
vectoriel de dimension p. Comme wou™! = Idg et u~' ou = Idg, alors

Matg, (u) Matg, (u™') =1, et Matg,(u ') Matg, (u) = I,
Donc Matg,, (u™!) = (Matg, (u)) " O
Exemple 17. Soit B la base canonique de R3[X]. On définit uw € L(R3][X]) par

uRg[X] — Rg[X]
P(X) = P(X+2)

Déterminer la matrice A = Matp(u). La matrice A est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse.

Solution.

10



Proposition 2.5 : Rang d’une matrice carrée inversible

Si A € M, (R), alors
rg(A) =n << A est inversible

Démonstration. Soit ua Papplication linéaire canoniquement associée & A (uyg € £ (R™)).

A est inversible < w4 est un isomorphisme de R", (d’apres le théoréme
& rg(uyg) =dim (R") =n, (d’apres le théoreme du rang)
< rg(A) =n, (d’apres le théoreme [1.22))

2.3 Polynoémes

2.3.1 Polyndme d’endomorphisme

Définition 2.6 : Polynome d’endomorphisme
T
Soient u € L(F) et P(X) = ZaiXi un polynoéme de R[X]. On définit P(u) par

=0

P(u) = Zai -u' € L(E).
=0

Définition 2.7 : Polynome annulateur d’un endomorphisme

Soit u € L(E). On dit que le polynéme P € R[X] est annulateur de u si

Exemple 18. Le polynome X2 — X est un polynome annulateur de tout projecteur.
Exemple 19. Soit une application linéaire u définie par
u:R? — R?
T 2x +y
()~ ()
Montrer que X? —5X + 6 est un polynome annulateur de l’endomorphisme u.

Solution.

Proposition 2.8 : Ezistence d’un polynome annulateur en dimension finie

Tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie admet un polynéme annulateur non nul.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel de dimension n. D’apres la remarque L(E) est un espace
vectoriel de dimension n2. Soit u € L(E), la famille (Idg, u, . ..,u"") est une famille de vecteurs de £(E) qui
compte n? + 1 éléments. Comme dim(L(E)) = n?, cette famille est liée, c’est-a-dire qu’il existe ag, ay, . . .

non tous nuls, tels que

n2
Z ag - uk = OL(E)
k=0

2

Si l'on pose P(X) = Z ap X", on a donc P(u) = 0 avec P # 0 puisque les aj sont non tous nuls.
k=0

11



Méthode 2.9 : Bijectivité d’un endomorphisme a l’aide d’un polynéme annulateur

On peut déterminer si un endomorphisme est bijectif et calculer sa réciproque a ’aide d’un polynoéme
annulateur : si un endomorphisme u € £(F) admet un polynéme annulateur P s’écrivant

T
P(X)=> a X" avecag#0,
=0

alors on peut montrer que u est un isomorphisme de E et calculer u™".

En effet, on peut écrire
P(U):Og(E) ~ aOIdE+~-—|—arur:0£(E)
& uo(alldE—i-”-—i-aruT*l):—aOIdE

1
& wuo (— (al Idg —G—---—l—arur_l)) = Idg.
agp

Ainsi .
wt=—— (al Idg + -+ + arur_l) :
ao
Exemple 20. Si P(u) = u® — 2u® — Idg = Og(p), alors
U o <u2 —2u) = Idg

donc u est un isomorphisme de E et u™' = u? — 2u.

Théoréme 2.10 : Rappel : binome de Newton dans L(E)

Soient u,v € L(E) et p € N. Si u et v commutent (uov = v owu) alors

(u+v)P = Z (Z)uk ovPF = Z <2>up_k ok,

k=0 k=0

Démonstration. La démonstration suit exactement les mémes étapes que celles du chapitre Dénombrement.
O

2.3.2 Polynéme d’une matrice carrée

Définition 2.11 : Rappel : polynéme d’une matrice carrée

Soient A € M, (R) et P(X) = Z a; X" un polynéme de R[X]. On définit P(A) par
=0

P(A) = Z a; A" € M, (R).

1=0

12



Proposition 2.12 : Polynomes de matrices et d’endomorphismes

Soient Bg une base de E, u € L(E) et P € R[X]. On note A = Matg, (u). Alors

P(A) = Matss,, (P(u))

Les résultats qui suivent sont donc similaires a ceux donnés pour les polynémes d’endomorphisme.

Définition 2.13 : Polynome annulateur d’une matrice carrée

Soit A € M, (R). On dit que le polynéme P € R[X] est annulateur de A si

2 =21
Exemple 21. Soit la matrice A = | 2 =3 2|. Vérifier que le polynome P(X) = X2 4+ 2X — 3 est
-1 2 0

annulateur de A.

Solution.

Proposition 2.14 : Existence d’un polynome annulateur pour une matrice carrée

Toute matrice de M,,(R) admet un polynéme annulateur non nul.
Démonstration. La démonstration est similaire & la proposition O

Méthode 2.15 : Inversibilité d’une matrice a l'aide d’un polynéme annulateur

On peut déterminer l'inversibilité d’une matrice carrée et calculer son inverse a l'aide d’un polynéme
annulateur : si une matrice A € M,,(R) admet un polynéme annulateur P s’écrivant

,
P(X) = ZaiXi avec ag # 0,
i=0
alors on peut montrer que A est inversible et calculer AL

En effet, on peut écrire

P(A)=0, & al,+---+a A" =0,
& A(alfn—{—---—l—arAr_l) = —apl,

o Al-L(untoraa)) <0

ao
Ainsi )
Al =—— (a1In+--~+aTAT_1) .
ao
2 =21
Exemple 22. Soit la matrice A= | 2 =3 2|. On a vu que le polynome P(X) = X2 +2X — 3 était
-1 2 0

annulateur de A. En déduire que A est inversible et calculer A™".

Solution.

13



Méthode 2.16 : Calcul de la puissance n-éme d’une matrice a l'aide d’un polynéme annulateur

Dans certains cas, on peut également calculer la puissance n-éme d’une matrice a ’aide d’un polynéme
annulateur. On proceéde par récurrence en utilisant le polynéme annulateur durant 1’étape d’hérédité.

2 -1 -1
Exemple 23. Soit la matrice A= | —-1 2 1
1 -1 0

1. Vérifier que le polynome P(X) = X? —3X + 2 est annulateur de A.
2. Montrer que pour tout n € N, A" = (2" — 1)A — (2" — 2)I5.

Solution.

Théoréme 2.17 : Rappel : bindme de Newton pour des matrices carrées

Soient A et B deux matrices de M, (R) et p € N. Si A et B commutent (A B = B A) alors

(A+B)? = zp: (g) Ak gk _ Zp: <g> Ar—k gk

k=0 k=0
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